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Bemerkung zu einer Arbeit von Marshall und Olkin* 
L. ELSNER 
Eingegangen am t0. November 1968 
In [1] geben MARSHALL und OLKIN einen neuen Beweis dafiir an, dab voll 
iHeduzible (englisch: fully indecomposable, [t]) nichtnegative Rechtecksmatrizen 
stets so skaliert werden k6nnen, dab alle Zeilen- und Spal±ensummen unter- 
einander gleich sind. An entscheidender Stelte wird dabei das folgende Ergebnis 
ben6tigt:  
Satz. Es sei A>=0 eine rol l  irreduzible mxn-Mat r ix ,  (x ~, y~) eine Fotge mit  
x 'cR  .... x '>0,  11 x iÈ=t, y'¢R,, ,  y '>0,  ] l  Yi"--t-- . 
i=l i=l 
ist d~nn (mit Hxll = Maxfx, i) lim(llx~f I + Iry~Jfl = o~, ~o gilt a~h 
l im x " 'A  y" = oo. 
v- - *  OO 
Dieses Resultat kann einfacher und ktirzer als in [1 ~ bewiesen werden. AuBerdem 
ist es m6glich, eine untere Schranke fiir das Wachstum yon x'A y anzugeben. 
Zun~ichst wird ein Lemma ben6tigt : 
Lemma. Es sei B--> 0, eine voll irreduzible m × m-Matrix, b > 0 der kleinste 
nichtverschwindende Koeffizient yon B. Dann gilt fiir alle x>0,  y>0 mit 
[lxi>=l, llyi>=t 
Beweis. Da B voll irreduzibel ist, kann angenommen werden, dab B irreduzibel 
ist und alle bi~>0 sind (Eli, Lemma 6). Es folgt B in -x>0 (s. [2], S. 4t). Defi- 
nieren wir H= (h,s) dutch (xBy)"+i=x 'Byx  ' ... yx 'By - -x 'Hy ,  so geniigt es 
zu zeigen, dab h,s>=b "+1 far alle r, s gilt. 
Zu gegebenem r, s sei k mit  oGkGm-- I  die kleinste Zahl mit (Bk) , ,>0.  
Wi t  unterscheiden zwei F~ille: 
Fail 1. k = 0, 1. Es ist b,~> 0. Wir  setzen 
w,, = brs y, x=, b . . . .  y~, x~. . .  y~,, x~ bs~, 
wobei ¢r2... ¢r~ eine Permutat ion der Zahlen t . . . . .  s - - l ,  s +t , . . . ,  m ist. Da 
alle xi und y~ genau einmal vorkommen und deren Produkt  => t i s t ,  gilt w,,>_ b "+~. 
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Fa l l  2. k ~ 2. Es gibt ~1 ... ~-i  mit b,,ub~,,~ ' . . .  b~k_ls> O. Weil k minimal ist, 
gilt z i4=~i fiir i4=i. Mit einer Permutation ~. . .  ~ yon {t, 2 . . . . .  m}+ 
{~1 . . . . .  ~k-1} setze 
W, s = b,,~, y ,.,, x ~ b m ,~ . . . b ,~_~ ,~,_, Y ~k-~ x ~1, b,',k ,',~ " " Y ,,,,, x,,k-~ b ,',k-, s " 
Wiederum ist w,,--> b ~+1. 
In beiden F~llen ist W,s ein Summand in der Darstellung 
Xt bi2m s" h, ,  ~ brh(YX ' )h l ,  b* , i , " "  (Y )i . . . . .  i,,, , 
il . . .  izm 
Daher ist h, ,>=w,,>=b m+l. Q.e.d. 
Beweis  des Satzes. Es sei m~n.  Ist y~ ... y, mit / /y~=4,  y i>0 gegeben, 
m 
so fassen wir die m gr6gten Yi zu einem Vektor ~ zusammen. Es i s t / /Y i  >----t. 
B sei die voll irreduzible Matrix, die durch Streichen aller Spalten, deren Index 
in y. abet nicht in~ vorkommt, aus A entsteht. Ist a der kleinste nichtverschwin- 
dende Koeffizient yon A, so gilt b ->_-a. Wir wenden das Lemma an und erhalten 
(4) (x'A y),,,+a _~ (x' B~) ''+1 ~ a ''+1 (Z x~) (Z Yi). 
Wegen tlYi]=II~II geht aueh ]lx, t]+ lI:y"l[ gegen Unendlich. Aus (t) folgt nun die 
Behauptung sofort. 
Bemerkung 1. Offenbar gilt 
1 1 
(2) x' A y >= a . llxtla  ilYl[ 
Bemerkung 2. Die aus (2) folgende globale untere Schranke x 'A  y >= a kann 
leicht verbessert werden: 
~ lira ~xl~ > x 'A  y >= x" B~ >= min (h i3 .  Z x jY i  ~ a .  m.  I I x  i I~Y i  = m.  a.  
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